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Feuille 7 : correction

Exercice 1 (Réduction de dimension : Analyse en Composantes Principales)

1. Pour α1, . . . , αp ∈ Rp orthogonaux avec ‖αj‖ = 1, on a πV (Xi) =
∑d

j=1〈Xi, αj〉αj . Ainsi

n∑
i=1

‖Xi − πV (Xi)‖2 =

n∑
i=1

‖Xi‖2 − 2

d∑
j=1

〈Xi, αj〉2 +

d∑
j=1

〈Xi, αj〉2


=

n∑
i=1

‖Xi‖2 −
n∑

i=1

d∑
j=1

〈Xi, αj〉2 .

Ainsi, minimiser
∑n

i=1 ‖Xi − πV (Xi)‖2 revient à maximiser

d∑
j=1

n∑
i=1

〈Xi, αj〉2 =

d∑
j=1

‖Xαj‖2 .

2. La matrice XTX étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée (v1, . . . , vp) de
vecteurs propres associés aux valeurs propres λ1 ≥ · · · ≥ λp (rangées par ordre décroissant). En remarquant
que

d∑
j=1

‖Xαj‖2 =

d∑
j=1

p∑
k=1

λk〈vk, αj〉2 ,

on peut en déduire qu’une solution est donnée par (α1, . . . , αd) = (v1, . . . , vd).

3. Il suffit de montrer que 〈Xvk,Xv`〉 = 0 pour 1 ≤ k 6= ` ≤ p. On a

〈Xvk,Xv`〉 = vTk XTXv` = λ`〈vk, v`〉 = 0 .

4. On a
n∑

i=1

‖πV (Xi)‖2 =

d∑
j=1

λj et

n∑
i=1

‖Xi‖2 =

p∑
j=1

λj .

Exercice 2 (ACP & RKHS)

1. Soit V = Vect (Kx1
, . . . ,Kxn

) et f ∈ H avec ‖f‖H = 1. On peut écrire f = fV + fV ⊥ avec fV ∈ V et
fV ⊥ ∈ V ⊥. Si fV = 0, alors

n∑
i=1

〈Kxi , f〉2H = 0 .

Si fV 6= 0 et fV ⊥ 6= 0, alors 0 < ‖fV ‖2H < 1 et

n∑
i=1

〈Kxi
, f〉2H =

n∑
i=1

〈Kxi
, fV 〉2H <

n∑
i=1

〈Kxi
,

fV
‖fV ‖H

〉2H .

Ainsi f1 ∈ V . Maintenant pour f =
∑n

j=1 α(j)Kxj ∈ V , on a

‖f‖2H =

n∑
i,j=1

α(i)α(j)Ki,j = αTKα ,



et
n∑

i=1

〈Kxi , f〉2H =

n∑
i=1

 n∑
j=1

α(j)Ki,j

2

= αTK2α ,

et l’on obtient bien la caractérisation voulue.

2. Soit (v1, . . . , vn) une base orthonormée de vecteurs propres associés aux valeurs propres λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0
de K. Pour tout α ∈ Rn avec αTKα = 1, on a

αTK2α = αT

(
n∑

i=1

λiviv
T
i

)
α =

n∑
i=1

λ2i 〈α, vi〉2 ≤ λ1
n∑

i=1

λi〈α, vi〉2 ≤ λ1 ,

puisque αTKα =
∑n

i=1 λi〈α, vi〉2 = 1. D’autre part,(
λ
−1/2
1 v1

)T
K2
(
λ
−1/2
1 v1

)
= λ−11

(
λ21v

T
1 v1

)
= λ1 .

3. Remarquons déjà que (f1, . . . , fd) forme une famille orthonormée pour le produit scalaire 〈·, ·〉H. En effet

〈fk, f`〉H =

n∑
i,j=1

Ki,jαk(i)α`(j) = αT
k Kα` = λ

−1/2
k λ

1/2
` vTk v` =

{
1 si k = ` ,

0 si k 6= ` .

Par conséquent,

πV (Kxi) =

d∑
j=1

〈Kxi , fj〉Hfj

=

d∑
j=1

〈Kxi
,

n∑
`=1

αj(`)Kx`
〉Hfj

=

d∑
j=1

[Kαj ](i)fj

=

d∑
j=1

λ
1/2
j vj(i)fj

=

d∑
j=1

λjαj(i)fj .
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